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Aufgabe 1 (142 Punkte)

(X1)nen sei eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen und (F,)nen, die von den X, erzeugte Fil-
tration.

(a) Nehmen Sie an, dass die X,, alle den Erwartungswert 1 haben.
Zeigen Sie, dass die Folge der P, := [[_, X;, P, := 1 ein Martingal beziiglich (F,,),en, bildet.

(b) Nehmen Sie an, dass fiir alle i € N der Erwartungwert EX; = 0 ist und 07 := Var X; < oo
ist. Zeigen Sie, dass mit S,, := >, X; die Folge der

M, =52 — Z o}
i=1
ein Martingal beziiglich (F,)nen, ist. Die leere Summe ist als 0 definiert.

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Zs sei eine integrierbare Zufallsvariable und (F,),en, eine Filtration. Zeigen Sie, dass die Folge
der
Zn = E[Z|Fa],n € Ny

ein Martingal beziiglich (F,)nen, bildet.

Aufgabe 3 (243 Punkte)

(a) Es sei (M, )nen, ein quadratisch integrierbares Martingal (d.h. es gelte EM? < oo fiir alle
n > 0). Zeigen Sie, dass die Zuwiéchse

AMn = Mn_Mnfla n > 17

paarweise unkorreliert sind.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe von (a) ein schwaches Gesetz der grofien Zahlen fiir Martingale
(My)nen, unter der Annahme sup, .y E(AM,)? < oo, d.h. zeigen Sie
M,
lim P ( —
n—oo

n

>5>:0 fiir alle € > 0.

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Eine Funktion f : Z* — R heifit harmonisch, wenn fiir jedes (z,y) € Z?

f,y) == (fla,y+ 1)+ flz,y—1) + flz —1,y)+ flz+1,y)).

N

(a) Zeigen Sie, dass jede beschriankte harmonische Funktion konstant ist.



(b) Zeigen Sie, dass jede nicht-negative harmonische Funktion konstant ist.

Hinweis: Betrachten Sie die einfache symmetrische Irrfahrt Xg, X;, X5, ... auf Z2. Zeigen Sie, dass
wenn f harmonisch ist, (f(X,))nen ein Martingal ist.



